
   

  

  
Graph Analytics: 

NUTTHAKRIT P. 



กราฟทางคณติศาสตร์ 

ณฐักติติ� ปกรณ์เลศิอุดม 





คํานํา 
การศึกษาเกี่ยวกับกราฟเปนสิ่งที่นาทึ่งและนาสนใจอยางยิ่ง การใชกราฟเปน

เครื่องมือที่มีประโยชนในการแสดงความสัมพันธและโครงสรางของขอมูลในหลายๆ 

ดานในชีวิตประจําวัน ไมวาจะเปนการวิเคราะหขอมูลตางๆ อาทิเชน ขอมูลทาง

การศึกษาในศาสตรตางๆไมวาจะเปนวิทยาศาสตร, เศรษฐศาสตร การออกแบบ

ปรับเปลี่ยนงบประมาณในโครงการตางๆ รวมไปถึงการใชกราฟเพื่อคาดคะเนหรือ

ทํานายความสัมพันธของสิ่งที่กําลังศึกษาอยู เปนตน   

 

หนังสือเลมนี้เปนหนังสือคณิตศาสตรเกี่ยวกับกราฟที่ใชในการศึกษาในระดับ

มัธยมศึกษาตอนปลาย ถูกออกแบบใหเหมาะสมสําหรับนักเรียนที่มีพื้นฐาน

คณิตศาสตรเบื้องตนและผูที่สนใจในการศึกษาเกี่ยวกับกราฟ แตไมจําเปนตองมี

ความเชี่ยวชาญเปนพิเศษมากนัก โดยเขียนขึ้นมาเพื่อชวยใหผูอานเขาใจและเรียนรู

เกี่ยวกับกราฟในแงมุมตางๆ เนื้อหาของหนังสือนี้จะมุงเนนไปทีก่ารดูกราฟใน

ลักษณะตางๆ การวิเคราะหพฤติกรรมของกราฟในรูปแบบตางๆ และเมื่อเนื้อหาจบ

ในแตละบทจะมีแบบฝกหัดใหไดฝกฝนและพัฒนาทักษะ โดยเฉลยแบบฝกหัดจะ

นําไปเฉลยอยางละเอียดในหนังสือ Manual Solution อีกท ี

 

หวังวาหนังสือเลมนี้จะเปนประโยชนกับผูอานทุกๆทาน หากมีขอผิดพลาดประการ

ใด ขออภัยมา ณ ที่นี้ดวย 

 

エーク様
さま

 

(ทานเอก)
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CHAPTER 1: INTRODUCTION 

CHAPTER 1: INTRODUCTION  
บทที่ 1: บทนําพื้นฐานที่ควรรูของกราฟ 
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ในการจะทําความเขาใจในเรื่องของกราฟนั้น สิ่งที่เราตองรูกอนที่เราจะเริ่มวาดหรือวิเคราะหกราฟ

ทุกชนิดก็คือ “กราฟและสมการของกราฟเหลานั้นกําลังบงบอกขอมูลอะไรใหเราทราบอยู” 

หากเราไมรูพื้นฐานอาจจะทําใหเราเกิดความสับสน, ไมรูวาจะเริ่มตนยังไง รวมไปถึงไมรูที่มาที่ไป

ของกราฟ ดังนั้นแลวการทําความเขาใจพื้นฐานสําคัญกอนที่จะไปเจาะลึกแตละกราฟ ยอมเปน

ทางเลือกที่ดีที่สุด โดยเราจะเริ่มจากเรียงลําดับเนื้อหาดังนี้  

1) Cartesian Product (ผลคูณคารทีเซียน) 

� × � = {(�, �), (�, �), … … } 
2) Relation (ผลคูณคารทีเซียนที่มีเงื่อนไขความสัมพันธ) 

� = {� × �|เงื่อนไขความสัมพันธ} 
3) Function (Relation ที่เพิ่มเงื่อนไข) 

� = {� × �|เงื่อนไขความสัมพันธที่มีขอบังคับเพิ่มเติม} 

 

 

     

 

 

 

 

 

 

Cartesian 
Product

Relation Function

รูปภาพที่ 1 หากเราสังเกตความสัมพันธของทั้งสามอยางจากแผนภาพนี้

จะพบวาไมวาจะเปน Function หรือ Relation ตางก็เปน Cartesian 

Productทั่งสนิ ตางกันตรงที่เงื่อนไขความสัมพันธที่บังคับการจับคู

ภายในเทานสมาชิก 
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COORDINATE POINT: จุดพิกัดฉาก 
“Coordinate Point” หรือ “คูอันดับ” มีไดหลากหลายความหมายในแตละบริบท แตโดย

จุดประสงคหลักในทางคณิตศาสตรคือ “การบอกตําแหนงที่อยูในระบบเรขาคณิต” โดยคูอันดับ

เปนการเชื่อมกันของตําแหนง 2 ตําแหนงในคนละมิต ิหรือในบางครั้ง 3 ตําแหนงในคนละมิติ

เพื่อที่จะไดจุดตําแหนง 1 จุดที่แมนยํา  

การเชื่อมกันในแตละมิติเกิดจากกระบวนการทางคณิตศาสตรที่เรียกวา “Cartesian Product” 

หรือ “ผลคูณคารทีเซียน” (ซึ่งจะกลาวในหัวขอถัดไป) รูปแบบของคูอันดับเปนดังนี้  

 

        
โดย 

� เปนสมาชิกตัวหนาซึ่งแสดงตําแหนงในมิติแกน � 

� เปนสมาชิกตัวหลังซึ่งแสดงตําแหนงในมิติแกน � 

� เปนสมาชิกตัวหลังซึ่งแสดงตําแหนงในมิติแกน � 

 

การใชคูอันดับมีความสําคัญมากสําหรับเรื่องกราฟเนื่องจากถาเราไดศึกษาในเนื้อหาสวนถัดๆไปจะ

พบวา กราฟที่เราวาดกันอยูทุกวันนี้ลวนเกิดจากการจับคูของ �และ� หรือ �, �และ� ทั้งสิ้น 

ดังนั้นเราควรที่จะทําความเขาใจใหถองแท  

สําหรับเนื้อหาทั้งหมดของเลมนี้จะกลาวรายละเอียดกราฟทั้งหมดเพียงแคระบบ 2 มิติเทานั้น  

  

(�, �) 2 มิติ (�, �, �) 3 มิติ 
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CARTESIAN PRODUCT: ผลคูณคารทีเซียน 
การเกิดกราฟนั้นมีตนกําเนิดมาจากเรื่อง “Cartesian Product” หรือ “ผลคูณคารทีเซียน” 

โดยมีหลักการงายๆดังนี้ ถา�และ�เปนSetใดๆแลว ผลคูณคารทีเซียนของ�และ�จะเปนSetที่

มีสมาชิกเปนคูอันดับ(�, �)ที่เกิดจากการเชื่อมกันของสมาชิกของ� กับสมาชิกของ � โดย

สามารถเขียนเปนนิยามแบบประโยคสัญลักษณทางคณิศาสตรไดดังนี้ 

 

หากกําหนดให 

 � = {�, �, �}  

� = {�, �, �}  

ผลคูณคารทีเซียนของ � × � จะได 

� × � = �
(�, �), (�, �), (�, �),

(�, �), (�, �), (�, �),
 (�, �), (�, �), (�, �)

� 

          

 

ผลลัพธของการคูณคารทีเซียนจะเปนการจับคูกันระหวางสมาชิกขามSetกันโดยจะตองเริ่มจาก

สมาชิกของSETที่อยูขางหนาเครื่องหมาย×กอนเสมอ ดังนั้นแลวหากเราสลับตําแหนงของ � 

และ � ผลลัพธจะไมเหมือนกัน  

ลองพิจารณาผลคูณของ � × �  

� × � = {(�, �)|� ∈ � และ � ∈ � } 

�

� 

� 

� 

� 

� 

� � 

รูปภาพที่ 2 ผลคูณคารทีเซยีนสามารถทาํไดไมยากโดยการใชแผนภาพเชื่อม โดยสมาชิกตัวขางหนาจะตองโยงไปใหทั่วถึงทุก 

               สมาชิกตัวหลัง และทําในลักษณะเดียวกันกับสมาชิกของSet Aตวัอื่นๆจนครบ 

 

René Descartes 

31/03/1596-11/02/1650 (53 ป) 

René Descartes เปนนักปรัชญา

และนักคณิตศาสตรชื่อดังของ

ฝรั่งเศสที่มีผลงานสําคัญมากมายใน

ดานการปรัชญาและคณิตศาสตร  

เปนผูสรางแนวคิด Cartesianism ที่

มีผลกระทบตอวิทยาศาสตรและ

ปรัชญามากทีสุ่ดในประวัติศาสตร 

แนวคิด Cartesian product คือ

การนําสองเซตของขอมูลมาเชื่อมตอ

กันเพื่อสรางเซตใหมที่ประกอบดวย

คูอันดับของขอมูลจากทั้งสองเซต 

โดย René Descartes ไดใชแนวคิด 

Cartesian product เพื่อแสดง

ความสัมพันธระหวางคณิตศาสตร

และเรขาคณิต โดยเขาเชื่อวา

ความสัมพันธนีส้ามารถนําไปใชใน

การอธิบายพหุนามและเรขาคณิต

เชิงพื้นที่ไดดีมาก และเปนที่พัฒนา

ตอยอดโดยนักคณติศาสตรอื่น ๆ 

ตอมา 
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� × � = �
(�, �), (�, �), (�, �),
(�, �), (�, �), (�, �),
 (�, �), (�, �), (�, �)

� 

          

 

จากทั้งสองตัวอยางดานบนจะพบวาหากเราสลับSetการคูณคารทีเซียนก็จะใหมีสมาชิกคูอันดับไม

เหมือนกันเสมอ  

     

ในทางปฏิบัติ SETทีจ่พทําการคูณกันแบบคารทีเซียน (� × �) จะเปนSETของอะไรก็ได ซึ่ง

ในทางคณิตศาสตรจะมีหลักๆดังนี้ สามารถดูรูปภาพที4่ ประกอบไดครับ 

1. ℂ คือSETของจํานวนเชิงซอน (Complex Number)  

2. ℝ คือSETของจํานวนจริง (Real Number)  

3. ℤ  คือSETของจํานวนเต็ม (Integer Number)  

4. ℚ คือSETของจํานวนตรรกยะ (Rational Number) 

5. ℝ − ℚ หรือ ℝ/ℚ คือSETของจํานวนอตรรกยะ  

            (Irrational Number) 

6. ℕคือSETของจํานวนธรรมชาติหรือจํานวนนับ  

            (Natural Number)  

7. �  คือSETของจํานวนจินตภาพ (Imaginary Number)  

นอกเหนือจากนี้ยังสามารถเปนSETจํานวนใดๆที่ไมเกี่ยวของหรือ

นอกเหนือจากคณิตศาสตรก็ได ขึ้นอยูกับวาโจทยตองการจะตองการทดสอบอะไร เชน SETของ

� × � ≠ � × � 

� 

� 

� �

� 

� 

� � 

รูปภาพที่ 3 ภาพการแสดงกระบวนการจับคูของCartesian ProductระหวางSet BและSet A ซึ่งการจับคูในกระบวนการนีจ้ะ 

               จับคูแบบทั่วถึงทุกสมาชิกโดยสมาชิกของSet BจะเปนตัวหนาและสมาชิกของSet Aจะเปนตัวหลัง 

Real Number 

Rational Number 

Irrational Number 

Integer Number 

Natural Number 

Complex 

Number 

Imaginary 

Number 

รูปภาพที4่ จํานวนในทางคณิตศาสตรเม่ือาเขียนเปนแผนภาพแวนออยเลอร จะ

พบวาComplex Numberเปนจํานวนที่ใหญสุดครอบคลุมทุกจํานวน 
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จํานวนเต็มคู, SETของจํานวนที่เปนลําดับฟโบนักชีหาลําดับแรก, SETของสระในภาษาไทย, SET

ของตัวคาตาคานะ, SETของเพศ, SETของรายชื่อของเสาหลักทั้ง7 ฯลฯ  

Example 1.1 

กําหนดให � = {1,2,3,4,5,6} และ � = {�, �} จงหาสมาชิกทั้งหมดของ 

� × �, � × �, � × �, � × � และ � × � × � 

Soln 

 � × � 

จากนิยาม 

� × � = {(�, �)|� ∈ � และ � ∈ �} 

จากนิยามของผลคูณคารทีเซียนเราสามารถใชแผนภาพเพื่อเขียนเชื่อมสมาชิกของทั้ง

สองSetไดดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

และเมื่อนําคูอันดับที่ไดจากการเชื่อมกันของสมาชิกในSet A และSet B มาเขียนใน

รูปแบบSet จะไดดังนี้ 

� × � =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

(1, �), (1, �),
(2, �), (2, �),
(3, �), (3, �),
(4, �), (4, �),
(5, �), (5, �),
(6, �), (6, �)⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

� 

� 
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 � × � 

จากนิยาม 

� × � = {(�, �)|� ∈ � และ � ∈ �} 

จากนิยามของผลคูณคารทีเซียนเราสามารถใชแผนภาพเพื่อเขียนเชื่อมสมาชิกของทั้ง

สองSetไดดังนี้ 

 

 

 

 

 

และเมื่อนําคูอันดับที่ไดจากการเชื่อมกันของสมาชิกในSet B และSet A มาเขียนใน

รูปแบบSet จะไดดังนี้ 

� × �

= �
(�, 1), (�, 2), (�, 3), (�, 4), (�, 5), (�, 6),
(�, 1), (�, 2), (�, 3), (�, 4), (�, 5), (�, 6)

� 

 

 � × � 

จากนิยาม 

� × � = {(�, �)|� ∈ � และ � ∈ �} 

จากนิยามของผลคูณคารทีเซียนเราสามารถใชแผนภาพเพื่อเขียนเชื่อมสมาชิกของทั้ง

สองSetไดดังนี้ 
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และเมื่อนําคูอันดับที่ไดจากการเชื่อมกันของสมาชิกในSet B และSet A มาเขียนใน

รูปแบบSet จะไดดังนี้ 

� × �

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

(1,1), (2,1), (3,1), (4,1), (5,1), (6,1),
(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),
(3,1),
(4,1),
(5,1),
(6,1),

(3,2),
(4,2),
(5,2),
(6,2),

(3,3),
(4,3),
(5,3),
(6,3),

(3,4),
(4,4),
(5,4),
(6,4),

(3,5),
(4,5),
(5,5),
(6,5),

(3,6),
(4,6),
(5,6)

(6,6)⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 

 

 � × � 

จากนิยาม 

� × � = {(�, �)|� ∈ � และ � ∈ �} 

จากนิยามของผลคูณคารทีเซียนเราสามารถใชแผนภาพเพื่อเขียนเชื่อมสมาชิกของทั้ง

สองSetไดดังนี้ 
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� 

� 
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และเมื่อนําคูอันดับที่ไดจากการเชื่อมกันของสมาชิกในSet B และSet A มาเขียนใน

รูปแบบSet จะไดดังนี้ 

� × � = {(�, �), (�, �), (�, �), (�, �)} 

 

 � × � × � 

สําหรับผลคูณคารทีเซียนในลักษณะที่เกินกวา 2 เซตขึ้นไปนั้น เราสามารถหาไดโดย

คอยๆคูรไปทีละคูจากซายไปขวา ซึ่งคูอันดับที่ออกมาในคราวนี้จะไมใช 2 ตัวแตจะ

มากกวานั้น จากนิยามเราสามารถปรับเปลี่ยนไดเปนดังนี้ 

� × � × � = {(�, �, �)|� ∈ �, � ∈ � และ � ∈ �} 

โดยเราสามารถเขียนรูปแบบการหาไดเปน 

� × � × � = (� × �) × � 

นั่นคือ เราจะทําการหา (� × �) กอน หลังจากนั้นคําตอบคูอันดับที่ไดไปคูณกับ�

อีกครั้ง เราจะไดวา 

 

 

 

 

 

 

 

และเมื่อนําคูอันดับที่ไดจากการเชื่อมกันของสมาชิกในSet B และSet A มาเขียนใน

รูปแบบSet จะไดดังนี้ 
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� × � × � =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

(1, �, 1), (1, �, 2), (1, �, 3), (1, �, 4), (1, �, 5) (1, �, 6),

(2, �, 1), (2, �, 2), (2, �, 3) (2, �, 4), (2, �, 5), (2, �, 6)

(3, �, 1),
(4, �, 1),
(5, �, 1)
(6, �, 1)

(1, �, 1),
(2, �, 1),
(3, �, 1),
(4, �, 1),
(5, �, 1),
(6, �, 1),

(3, �, 2),
(4, �, 2),
(5, �, 2),
(6, �, 2),
(1, �, 2),
(2, �, 2),
(3, �, 2),
(4, �, 2),
(5, �, 2),
(6, �, 2),

(3, �, 3),
(4, �, 3),
(5, �, 3),
(6, �, 3),
(1, �, 3),
(2, �, 3),
(3, �, 3),
(4, �, 3),
(5, �, 3),
(6, �, 3),

(3, �, 4),
(4, �, 4),
(5, �, 4),
(6, �, 4),
(1, �, 4),
(2, �, 4),
(3, �, 4),
(4, �, 4),
(5, �, 4),
(6, �, 4),

(3, �, 5),
(4, �, 5),
(5, �, 5),
(6, �, 5),
(1, �, 5),
(2, �, 5),
(3, �, 5),
(4, �, 5),
(5, �, 5),
(6, �, 5),

(3, �, 6),
(4, �, 6),
(5, �, 6),
(6, �, 6),
(1, �, 6),
(2, �, 6),
(3, �, 6),
(4, �, 6),
(5, �, 6),
(6, �, 6) ⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎫
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RELATION: ความสัมพันธ 
“Relation” หรือ “ความสัมพันธ” ถาหากเราอิงจากนิยามจากหนังสือคณิตสาตรหลายๆเลมจะ

กลาวในทํานองวา “เปนSetของคูอันดับใดๆ โดยที่คูอันดับที่อยูในSetเดียวกันหรือ 2 Setหรือ

มากกวานั้นจะมีความสัมพันธเกี่ยวของกันภายใตรูปแบบใดรูปแบบหนึ่ง” ซึ่งหลายคนอาจจะไม

คอยเขาใจความหมายที่ถูกนิยามไวมากสักเทาไร  

ในที่นี้จะขอในคํานิยามแบบงายๆของความสัมพันธไวดังนี้ “ความสัมพันธเปรียบสเมือนเปนสวน

เติมเต็มของผลคูณคารทีเซียนที่ทําใหการเชื่อมสมาชิกจากกระบวนการการคูณคารทีเซียนมี

เงื่อนไขในการเชื่อมกันมากขึ้น” หรือพูดภาษาชาวบานคือการเชื่อมกันของสมาชิกระหวางSet

เริ่มเรื่องมากขึ้นและมีขอจํากัดในการเชื่อมกันนั่นเองครับ ความสัมพันธในการเชื่อมสมาชิกนั้นมี

หลากหลายมากมายแลวแตวาจะกําหนดเปนอะไรยังไง ลองพิจารณาทีละขั้นตอนดานลางเพื่อให

เขาใจความหมายของความสัมพันธมากขึ้นครับ 

สมมุติกําหนดให 

� = {�, �, �}  

� = {1,2,3}  

ผลคูณคารทีเซียนของ � × � จะได 

 

 

� × � = �
(�, 1), (�, 2), (�, 3),

(�, 1), (�, 2), (�, 3), ,
 (�, 1), (�, 2), (�, 3)

� 

�

� 

� 

1 

2 

3 

� � 

รูปภาพที่ 5 ผลคูณคารทีเซยีนของ � × � 

 

Augustus De Morgan 

27/6/1806-18/3/1871 อายุ 64 ป 

นักคณิตศาสตรชาวอังกฤษที่มี

ผลงานสําคัญเกี่ยวกับความสัมพันธ 

(Relation) ระหวางสมการและการ

แยกแยะตัวแปร ในป 1849 เขา

เขียนหนังสือเรื่อง "Formal Logic" 

ซึ่งไดรับการยกยองวาเปนหนังสือที่

สําคัญในการพัฒนาการคิดเชิง

ตรรกะ ในหนังสือนี้เขาไดกลาวถึง

แนวคิดเกี่ยวกับสัมพันธที่เปนหลักใน

การสรางโครงสรางตาง ๆ ใน

คณิตศาสตร โดยเฉพาะการใช

ความสัมพันธในการแยกแยะตัวแปร 

และไดรับการยกยองวาเปนแนวคดิที่

สําคัญสําหรับพัฒนาคณิตศาสตร

ทฤษฎีในศตวรรษที่ 19 และ 20 


